ONDAS ESTACIONARIAS - A CORDA VIBRANTE

Material Utilizado:

Parte B - Sistema 1D - Ondas Estacionarias Transversais

- um vibrador mecénico (PASCO SF-9324) com adaptador banana para cordas

- um gerador de funcdes com amplificador embutido (corrente de saida de 1 A) (PASCO PI-
9587C)

- um estroboscopio (PASCO SF-9211)

- uma corda (PASCO SE-9409)

- duas garras de mesa

- uma polia

- uma haste (~ 50 cm)

- uma conjunto de massas (~ 100 g - 300 g) para tensionar a corda (PASCO ME-9348)

- uma balanca (500 g)

Objetivo do_Experimento: Investigar quantitativamente o estabelecimento de modos normais em
sistemas (com uma e duas dimensdes) com muitos graus de liberdade.

INTRODUCAO

Consideremos a oscilacdo livre de um sistema com varias partes mdveis. A complexidade de
um tal sistema pode ser avaliada pelo nimero N de graus de liberdade que o sistema possui, ou seja 0
numero necessario de coordenadas para especificar de forma completa a configuracéo do sistema.

Um resultado muito importante para um sistema complexo (com um namero arbitrario de graus
de liberdade) € que seu movimento sempre pode ser descrito como uma superposicao de movimentos
mais simples, denominados modos normais, que ocorrem simultaneamente. Os modos normais Sao
movimentos oscilatorios do sistema como um todo com propriedades similares a de um oscilador
harmonico simples. Quando o sistema se move segundo qualquer um de seus modos, todas as suas
partes moveis oscilam com a mesma dependéncia temporal cos (o t + ¢), a mesma frequéncia o e
constante de fase ¢.

Um outro resultado importante é que para um sistema com N graus de liberdade, existem
exatamente N modos normais. Cada modo € caracterizado por uma certa frequéncia o e “forma”, esta
ultima dada pelas amplitudes relativas das diversas partes oscilantes. O movimento mais geral do



sistema € uma superposicao de todos os seus modos normais, com a amplitude e a constante de fase
para cada modo determinadas pelas condi¢es iniciais.

Certos sistemas sdo compostos de um numero muito elevado de partes moveis, e caso estas
estejam distribuidas em uma regido limitada do espaco, a distancia média entre partes moveis se torna
muito pequena. Neste caso podemos tratar aproximadamente um tal sistema como um “continuo”,
imaginando que o numero de partes mdveis tende para infinito e que a distancia média entre as mesmas
tende a zero. Dentro de tal aproximacdo, o sistema possui infinitos graus de liberdade e, portanto,
infinitos modos normais. Em certas condic¢des sistemas como uma corda (de viol&o, por exemplo) ou
uma membrana (de um tambor, por exemplo) podem ser tratados como continuos, com boa
aproximacdo. Os modos normais de um sistema continuo sdo também denominados ondas
estacionarias.

Como exemplos de sistemas (oscilantes) que podem ser tratados como continuos, consideremos,
uma corda (que pode oscilar transversalmente), uma mola espiral (que pode oscilar longitudinalmente),
ou 0 ar em um tubo. Tais sistemas sdo unidimensionais (1D) no sentido de que as posic¢des de equilibrio
de suas diversas partes mdveis estdo distribuidas ao longo de um eixo e caracterizadas por uma Unica
coordenada z. Denotemos por y 0 a perturbacdo do sistema em certa posi¢do e instante de tempo,
relativamente a um valor de equilibrio. Tal perturbacdo pode ser o deslocamento (transversal ou
longitudinal) de uma certa parte mével em relacdo a sua posicao de equilibrio (como numa corda ou
numa mola) ou, no caso de ondas sonoras, tanto um tal deslocamento como a presséo, relativamente a
um valor de equilibrio. No caso geral, tal perturbacdo é funcdo da coordenada z e do tempo t, e
portanto, denotamos tal fungdo por y (z,t). O problema de obter a equacdo de movimento para cada
parte deste sistema (veja a deducdo em livros-texto padrdo de Fisica de um curso universitario) leva a
equacdo de onda

o0 W (z,t 0° W(z,t
2( ) — Z)2 2(Z ) (1)
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Na expressao acima v possui a dimensdo de velocidade e é dada por
To .
v = |——  (para ondas transversais huma corda) (2a)

Po

v = /KLL (para ondas longitudinais numa mola) (2b)
Po




v = /Y—po (para ondas sonoras) (2¢)
Po

onde po € a densidade linear de massa da corda ou mola e Ty e K, L sdo a tensdo na corda e na mola (de
comprimento L e constante el&stica K ), respectivamente. Para 0 caso do som, po € po S840 a pressdo e
densidade de equilibrio, respectivamente, e y é a razdo entre o calor especifico a pressdo constante e o
calor especifico a volume constante.

Para determinar os modos normais destes sistemas, procede-se da seguinte forma. Se o sistema
movimenta-se segundo um de seus modos normais, entdo todas as suas partes oscilam com um
movimento harménico de mesma frequéncia o e constante de fase ¢. Neste caso y (z,t) possui a mesma
dependéncia temporal para todas as particulas, isto &, para todas as coordenadas z, e podemos escrever,
como forma mais geral de uma onda estacionaria

v (z,t) = A (2) cos (o t + ). (3)

A forma de A (z) depende do modo, isto é, cada modo possui uma dependéncia espacial A (z)
caracteristica. Entretanto, devido ao fato de que vy (z,t) deve ser uma solu¢do da equacdo de movimento,
resulta uma restricdo sobre a forma de A (z). De fato, substituindo a relacdo (3) na equagdo de
movimento (1), obtém-se

dZLZ(Z) = - “—fA(z) = - K AQ), “)
dz 4

cuja solucdo geral é
A(z) = A sen kz + B cos kz.

Portanto a solucdo geral para o deslocamento dos sistemas 1D movendo-se segundo um Unico modo
normal (onda estacionaria) é dada por

v (z,t) = [A sen kz + B cos kz] cos (o t + ¢). 5)

Definindo k = 2x / A, observamos que A € a distancia ao longo da qual se tem uma oscilacéo espacial
completa, que é denominada por esta razdo comprimento de onda. Substituindo esta ultima relacdo na
equacdo (2) e dado que a frequéncia v e a frequéncia angular o estéo relacionadas por = 2nv, obtém-
se



Av=0. (6)

Tendo-se em conta as relacdes (2a), (2b) e (2c), observa-se que v assume um mesmo valor para todos
0s modos (ou seja, v independe de A, A ou B).

A solucdo (5) é ainda bastante genérica, no sentido de que a mesma nao leva em conta as
condicdes de contorno, isto €, as restricdes impostas as fronteiras do sistema. As amplitudes A e B séo
dependem de tais condicGes de contorno.

Denotemos por L a extensdo dos sistemas 1D aqui tratados. Com uma escolha adequada da
origem de coordenadas, especificamos o extremo esquerdo do sistema por z = 0 e seu estremo direito
por z = L. Aqui consideraremos dois exemplos de condi¢Ges de contorno comumente aplicaveis a
sistemas 1D, e que descrevem razoavelmente bem situacdes que serdo investigados nesta pratica:

(i) ambos os extremos do sistema encontram-se fixos

Tais condicOes sao expressas por y (0,t) =0 e y (L,t) = 0. A condigdo

v (Ot)=Bcos(mt+¢)=0

implica que B = 0, uma vez que vy (0,t) deve ser nula para todos os instantes de tempo t.
Consequentemente,

v (zt) =Asenkz cos (ot+ o).

A condicdo
v (L,t)=AsenkL cos(wt+¢)=0

nos leva a sen kL = 0, uma vez que vy (L,t) deve ser nula para todos os instantes de tempo t e que ndo
nos interessa escolher A = 0, que nos levaria a uma solucdo trivial correspondente a situacdo em que
0 sistema encontra-se todo ele em repouso permanente. Para fazer cumprir a relacdo sen kL = 0 é
necessario exigir que kL = n x, onde n € um ndmero inteiro qualquer. Na discusséo deste exemplo
podemos nos restringir a inteiros n ndo negativos, uma vez gque 0s inteiros negativos ndo nos levaria
a solucdes fisicamente diferentes. Podemos também excluir n = 0, uma vez que tal escolha nos
levaria a v (z,t) = 0, para todos os valores de z e t. Consequentemente 0s modos normais permitidos
pelas condig¢des de contorno acima mencionadas sao descritos por



v (zt) =Asenk,z cos (ot+ ) (7a)
com ky=n=/L, sendon=1,2,3,....
Os comprimentos de onda permitidos sdo entdo dados por A = A, = 2n / ky = 2 L / n. Observe,
portanto, que € n 0 nimero de semi-comprimentos de onda (A / 2) compreendidos entre 0s extremos
fixos do sistema (um semicomprimento de onda € a distancia entre dois nos adjacentes). Em
consequéncia da relacéo (6), segue que estes modos tém frequéncias dadas por v =v,=v/ A, , OU

v=n(/2L).  (7b)

(if) um extremo do sistema é fixo e o outro livre.

OF (2,1)

Tais condicOes sdo expressas por y (O,t) =0e =0.
z=L
(Para aceitar esta Ultima relacdo, vocé pode considerar, por exemplo, as oscilagdes transversais de
. Y (z,t . x
uma corda, para a qual a forca transversal F, é dada por F, = Ty 86—() onde é a tensdo de
z

equilibrio, e no extremo livre deve-se ter F, = 0.)
A condicdo
v (0,t)=Bcos(owt+¢)=0

implica que B = 0, uma vez que y (0,t) deve ser nula para todos os instantes de tempo t.
Consequentemente,

v (z,t) =Asenkz cos (ot + ).

A condicdo
oV (z,t)

5 =KkAcoskL cos(mt+@)=0
z

z=L

nos leva a cos kL = 0, uma vez que o¥ @@y

: deve ser nula para todos os instantes de tempo t e
z

z=L
que n&o nos interessa escolher k = 0 ou A = 0, que nos levaria a uma solucéo trivial correspondente a




situacdo em que o sistema encontra-se todo ele em repouso permanente. Para fazer cumprir a relagédo
cos kL = 0 é necessario exigir que kKL = (2n + 1) n / 2, onde n é um numero inteiro qualquer. Na
discussdo deste exemplo podemos nos restringir a inteiros n ndo negativos, uma vez que os inteiros
negativos nao nos levaria a solugdes fisicamente diferentes. Consequentemente 0os modos normais
permitidos pelas condi¢des de contorno acima mencionadas séo descritos por

v (z,t) =Asenk,z cos (ot + @) (8a)

com kn=(2n + 1)I’ sendon=0,1,2,3, ...

Os comprimentos de onda permitidos séo entdo dados por A = A, =2/ ky, =4 L/ (2n + 1). Observe,
portanto, que é ha um mdltiplo impar de um quarto de comprimento de onda (A / 4) compreendidos
entre os extremos do sistema. Em consequéncia da relacdo (6), segue que estes modos tém
frequéncias dadas porv=v,=v /A, , 0U

v=(2n+1) (v/4L).  (8b)

Desta forma as frequéncias permitidas (especificamente para as condi¢des de contorno supracitadas)
sdo maltiplas impares da frequéncia mais baixa v; = (v / 4L) (denominada fundamental).

Como sugerido pelas expressdes (7a) e (8a), ondas estacionarias possuem pontos de perturbacédo
nula (n6s) e pontos onde a perturbacdo vibra com amplitude maxima (antin6s). No caso particular de
ondas sonoras, a descri¢do do padrdo ondulatorio pode ser realizada tanto em termos de perturbacdes de
posicdo (deslocamentos) de pequenos volumes de ar (em relacdo a uma posicdo de equilibrio) quanto
de perturbacdes de pressdo (em relacdo a um valor de equilibrio). Uma onda sonora estacionaria possuli
nos e antinds de deslocamento ou de pressdo. Em um tubo ressonante (que é um sistema 1D) deve ser
compreendido que noés de pressao ocorrem em posicGes correspondentes a antinds de deslocamento e
vice-versa (isto pode ser compreendido considerando um ponto intermediario entre dois antinds de
deslocamento que vibram em oposicdo de fase. Quando o ar destes antinds de deslocamento movem-se
num instante de aproximacdo mutua, a pressao no ponto intermediario é maxima; quando eles se
afastam mutuamente, a pressdo € minima - portanto este ponto intemediario é um antin6 de pressao).
Neste experimento investigaremos duas confirguracdes possiveis de um tubo ressonante: um tubo
aberto (aberto em ambas as extremidades) e um tubo fechado (fechado em uma extremidade e aberto
na outra). Uma extremidade fechada de um tubo ressonante constitui um né de deslocamento (e um
antind de pressdo) — o ar ndo pode se mover e a extremidade aberta constitui um antind de
deslocamento (e nd de pressdo) — a pressdo permanece praticamente fixa (no valor da pressdo



ambiente). A assertiva de que as extremidades de um tubo ressonante constituem nos ou antinds deve
ser compreendida como uma aproximacdo, uma vez que 0 comportamento ondulatorio nas
extremidades de um tubo (particularmente na extremidade aberta) depende de fatores como o
comprimento de onda do som e o didmetro do tubo.

A andlise do topico modos normais em sistemas de dimensdo mais elevada (2D ou 3D) nédo é
conceitualmente mais dificil que para sistemas 1D. Entretanto, seu tratamento matematico (o
desenvolvimento da equacdo de onda e a imposicdo de condi¢cBes de contorno) é geralmente mais
elaborado, uma vez que o problema envolve mais de duas variaveis (no espaco e tempo). Por esta
razdo, escolheremos apenas ilustrar esta discussdo apresentando uma demonstracdo qualitativa de um
sistema 2D. A demonstracdo sera feita fazendo uso das placas de Chladni. As placas sdo excitadas por
um oscilador (a forca do oscilador ¢ aplicada ao centro da placa enquanto as bordas da mesma vibram
livremente - estas sdo as condi¢cdes de contorno). Se a placa move-se segundo apenas um de seus
modos normais, entdo um conjunto de pontos (0s nds) ao longo da superficie da placa (resultando em
linhas - as linhas nodais) permanecera em repouso permanente, enquanto que os demais pontos da
placa oscilam. A visualizacdo das linhas nodais pode ser facilmente realizada espalhando sobre a
superficie da placa oscilante uma quantidade suficiente de p6 fino - o p6 se concentrara sobre as linhas
nodais. Se 0 movimento oscilatorio da placa for complexo (isto é, uma superposicdo de varios modos
normais), entdo, ndo havera formacdo de linhas nodais (isto segue do fato de que linhas nodais de
modos diferentes em geral ndo coincidem).

PROCEDIMENTO

Parte B - Ondas Estacionarias Transversais em Uma Corda

1. Trave o eixo do vibrador mecanico colocando a lamina travadora (na parte superior do vibrador) na
posicdo adequada (LOCK).

2. Introduza o adapatador banana para cordas no eixo do vibrador mecanico.

3. Meca a massa m da corda a ser utilizada na montagem e registre o seu valor. Para tensionar a corda
escolha uma massa (a ser suspensa) M da ordem de 100 g. Na realidade mega M e registre o seu
valor.

4. Amarre uma das extremidades da corda a uma haste vertical (fixa a uma garra de mesa, por
exemplo) e a outra extremidade a uma massa. A corda deve ser montada horizontalmente,
passando pelo adapatador banana (proximo a extremidade fixa a haste vertical) e por uma polia



10.

11.

12.

(préximo a extremidade que segura a massa, que devera permanecer suspensa). E importante no
amarrar_a corda diretamente ao eixo do vibrador mecéanico, 0 que evitard que 0 mesmo seja

submetido a uma forca lateral, que poderia danificd-lo. Como acima explicado, a corda deve

simplesmente ser colocada em contato com o adaptador banana fixo ao vibrador, passando por sua
reentrancia.

Meca (e anote) o comprimento total L, da corda. Meca (e anote) também o comprimento L da
corda entre seus estremos fixos (isto é entre o adaptador banana e a polia).

Conecte o vibrador mecéanico a saida (de baixa impedancia) do gerador de fungdes.
Verifique a voltagem de operacdo do gerador de fungdes e conecte-o a rede.
Discuta (e confira) a montagem com seu professor.

Destrave 0 eixo do vibrador mecanico colocando a lamina travadora na posicdo adequada
(UNLOCK).

Coloque o potenciémetro seletor de amplitude do gerador de fun¢des na posicdo de minimo e a
chave seletora de forma de sinais na posi¢éo correspondente a ondas senoidais. Ligue em seguida o
gerador de funcdes.

Selecione um valor inicial de frequéncia aproximadamente igual a 10 Hz (escolha a faixa de
frequéncia com resolucdo de 0,1 Hz). Gire gradualmente o potencidmetro seletor de amplitude até
estabelecer uma amplitude ndo superior a 1 mm na parte da corda em contato com o eixo do
vibrador. E importante minimizar a amplitude de oscilagdo desta extremidade para que considera-
la um no possa ser uma aproximacao aceitavel.

E esperado que para varias frequéncias se estabeleca na corda uma onda estacionaria, isto &,
algumas partes da corda (nGs) parecem estar em repouso, enquantro outras (anti-nés) oscilam
rapidamente. Aumente gradualmente a frequéncia do gerador até que uma tal condi¢do seja
atingida. Anote os valores da frequéncia e do nimero n de semi-comprimentos de onda (entre 0s
extremos da corda) na folha de resultados. Continue aumentando gradualmente a frequéncia até
identificar pelo menos quatro outras ondas estacionarias, sempre anotando os valores de frequéncia
e do nimero de semi-comprimentos de onda correspondentes.
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Coloque o potenciometro seletor de amplitude de sinais na posi¢cdo de minimo. Trave o vibrador
mecanico (posicione a lamina travadora na posicdo LOCK).

Aumente a massa M do corpo suspenso para o valor aproximado de 200 g. Meca M e anote o seu
valor. Meca (e anote) o novo comprimento total L, da corda. Destrave o vibrador e repita as acoes
dos itens 11 e 12 para 0 hovo comprimento da corda.

Repita as acOes dos itens 13 e 14, mas desta vez para um corpo suspenso de massa M
aproximadamente igual a 300 g.

De acordo com a teoria apresentada na INTRODUCAO, espera-se uma relacdo de
proporcionalidade entre a frequéncia v (da onda estacionaria) e o nimero de semi-comprimentos de
onda n (veja a relagéo (7)), para valores fixos de tensdo T, e densidade linear de massa po da corda.
Construa graficos v versus n, para cada valor da massa suspensa M.

Verifique se as curvas experimentais v versus n sugerem uma relacdo de linearidade. Caso isto
ocorra, ajuste cada uma das curvas experimentais obtidas, propondo a dependéncia v = A + B n.
Obtenha os parametros de ajuste B para cada curva.

Qual o significado fisico do parametro B supracitado? Qual a sua conexd com a grandeza v
(expressdo (2a))?

Calcule os valores de v a partir da expressado (2a) (valor “tedrico”) e a partir de sua relagdo com o
pardmetro de ajuste B (valor “experimental’), para cada um dos casos investigados (isto é, para
cada valor de M). Comente o resultado obtido. Os célculos, é claro, devem ser realizados com a
propagacdo de erros apropriada, levando em conta as incertezas em todas as medidas pertinentes.
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